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46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 1. nap

OTODIK OSZTALY

1. 4 testvér (akik kozott nincsenek ikrek) beszélget sziiletésiik sorrendjérsl. Kettd koztiliik hazudik,
ketts igazat mond.
Andras: David a legfiatalabb.
Boldizsar: David a legoregebb és Boldizsar a legfiatalabb.
Csilla: En sziilettem legkésébb.
David: Sem legfiatalabb, sem legéregebb nem vagyok.
Melyik két testvér allitasa igaz?

Megoldas

Andras, Boldizsar és Csilla koziil akarhogy is valasztunk ki kettst, azok ellentmondanak egyméas-
nak. FEz azt jelenti, hogy David igazat mond.

Mivel Daviddal ellentéteset &allit mind Andras, mind pedig Boldizsar, igy a mésik, aki igazat
mond, csakis Csilla lehet.

Ezek utan egy lehetséges sziiletési sorrend: Andras, Dévid, Boldizsar, Csilla. Lathato, hogy en-
nek a sorrendnek pontosan Csilla és David allitasa felel meg.

2. Ossz fel egy 6 x 4-es téglalapot a racsvonalak mentén 3 részre gy, hogy mindegyik rész

(a) hatszog
(b) nyoleszog

(c) tizszog

legyen! Elég csak a felosztasokat megadni, nincs sziikség indoklasra.
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Megoldas
Minden esetben tobb megoldas is elképzelhets. Egy-egy példa:

(a) Harom hatszog: (b) Harom nyolcszog: (c) Harom tizszog:

’_I

3. Aladar és Pisti kitalalos jatékot jatszanak egy 5 x 5-6s tablan. Pisti titokban kivalaszt és megje-
gyez a tablarol 18 mezét, ezeket kell Aladarnak kitalalnia. Aladar tgy kérdezhet, hogy bejeldl a
tablan 18 mez6t. Ezekrsl Pisti megmondja, hogy koziiliikk melyek szerepelnek az altala gondolt
mezGk kozott. Ezutdn Aladar djra 18 mez6 megjelolésével kérdezhet, amelyre Pisti megint va-
laszol, és igy tovabb. Mennyi az a legkevesebb kérdés, amelyet tigyesen feltéve Aladar szerencse
nélkiil is biztosan meghatarozhat 12 mezét a gondoltak koziil?

Megoldas

Mivel Pisti 7 mez6t nem jelol be (25 — 18 = 7), igy Aladar legfeljebb 7 ,rosszat”, ezt a T-et
szinezheti be, vagyis az els6 kérdéssel legalabb 11 mez&t eltaldl. Ezen a 11 mezén kiviil 14 mez6
van még, amibsl Aladar mar tudja, hogy melyik az a legfeljebb 7 mez3, amit Pisti nem jelolt
be, s igy azt is, hogy melyiket igen. T6bb kérdésre tehat nincs sziiksége, a valasz: 1. Ha Aladar
az els6 kérdésével 7-nél kevesebb ,rosszat” talalt el, akkor viszont legalabb 12 ,jot” jelolt, ekkor
is elég 1 kérdés.

4. Adottak a kovetkezé tortek:
1234
237475
Minden lépésben készithetiink egy 1j szamot 1gy, hogy a kovetkezs két miivelet valamelyikének
végeredményével bovitjiik az eddigi szamok halmazat:

e cgy meglévs szamban felcseréljiik a szamlalot és a nevezdt;
e cgy meglévs szamot kivonunk 1-bél.
Hény szamot kaphatunk igy, ha akarhany lépést elvégezhetiink? (Az tjonnan kapott szamot a

kovetkezd 1épésben mar felhasznalhatjuk.)
(A torteknek minden esetben a legegyszeriibb alakjat hasznald! Pl.: % = % és % =3.)

Megoldas
Vegyiik sorban az adott szdmokat, és szemléltessiik a abran a kérdéses valtoztatasokat. A bal
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oldali agak mindig az els¢ atalakitast jelentik, a jobb oldaliak pedig a masodikat. Ha mar korab-
ban szerepld szamhoz jutunk, akkor ezt méar nem szerepeltetjiik Gjra, és itt a lépés-sorozat véget
ér.
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1
Az §—b()’1 nyerhets 4j szamok: 2, —1.

2 31 1

A —-bol nyerhet§ 1j szamok: —, =, —=, 3, —2
2°'3 2
3 41 1

A Zb()l nyerhetd 4j szamok: D —5,4, -3
4 51 1

A S_bél nyerhetd 0j szamok: 5 —1,5, —4

Osszesen 21 szam fog szerepelni a megadottakkal egyiitt.

(Masik - nem 6todikestdl elvart - megoldas: ha egy % tortbsl indulunk ki, ahol a # b, akkor beléle

b a—b b— b
a kovetkez6 szamok érhetdk el: —, a4 , a) , a4 ,
a a b "b—a a—0»b
a ¢s b helyére beirva az adott szdmokat, majd elhagyva a méar kordbban megjelenéeket, kapjuk

a megoldésokat. )

melyek kozott lehetnek egyenlGek.
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5. Egy papirbol késziilt kocka lapjaira kiviilr6l mintédkat rajzoltunk. Ezutan szétnyitottuk a kockat,
kiteritettiik, igy az els6 abran lathatd halot kaptuk. A mésik két halobol pontosan ugyanilyen
kockat szeretnénk hajtogatni.

Rajzold be a hianyz6 mintakat a megfelel§ négyzetekbe! (A papir nem atlatszo, és a mintat csak
az egyik oldalon rajzoljuk meg.) Elegendd megadni a helyes abrat, nincs sziikség indoklasra.

o1 IR [ ]
X | <O O

Megoldas

A feladatokat osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.

Az NTP-TV-16-0077. sz. projektet az Emberi Eréforrasok Minisztériuma tamogatja.

EMBERI EROFORRAS

Nemzeti v s >
& TAMOGATASKEZELO

Tehetseg Program EMBERI EF;@FORRASOK

MINISZTERIUMA
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46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 2. nap

OTODIK OSZTALY

1. Egy 14 f6s barati tarsasaghan iiveggolyokat gytijtenek: pirosat, zoldet és sargat. A kovetkezdket
tudjuk:

1) Akinek nincs z6ld, annak van piros vagy sarga.

2) Akinek nincs sarga, annak van piros.

3) Koziiliik 7-nek pontosan 2-féle iiveggolydja van.

4) Otiiknek eddig csak 1-félét sikeriilt gytjteni.

(
(
(
(

Valaszolj az aldbbi kérdésekre:

(a) Hanynak nincs eddig még iiveggolyoja?
(b) Hanynak van mindharom fajta?

(¢) Van-e olyan tarsasag, melyre az Osszes feltétel teljesiil?

Megoldas

(a) Nincs kozottiik olyan személy, akinek ne lenne legalabb egy iiveggolydja, hiszen a feltétel
értelmében, akinek nincs zold golydja, annak van més szind.

(b) Mivel 5-nek van pontosan 1-féle, 7-nek pontosan 2-féle szint iiveggolyoja,ez 12 {6, tovabba
mindenkinek van legalabb az egyik szinbdl és 6sszesen 14-en vannak, igy 14 — 12 = 2 ember
van a tarsasdgban, akinek mindharom szini iiveggoly6ja van.

(c) Egy lehetséges esetet mutat az aldbbi abra:

piros A z6ld

sarga
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Megjegyzés: Csak zold golydja egyetlen egy embernek sem lehet, maskiilonben egy ilyen személyre
nem teljestilne a (2) feltétel. Ha ezt a versenyz6 megéllapitja, vagy az altala megadott tarsaségra
ez fennall, de valamelyik egyéb feltétel nem teljesiil, akkor itt kapjon 1 pontot a 2 helyett.

2. (a) Helyezz at az abran két gyufaszalat ugy, hogy a négyzetek szama 4-re csokkenjen, és minden
gyufaszal valamelyik négyzet teljes oldalat alkossa.

HER
| ]
L]

(b) Héany megoldas lehetséges? (Két megoldas kiilonboz6, ha az athelyezések utan valamelyik-
ben van gyufa egy olyan helyen, ahol a mésikban nincs.)

Megoldas

(a) Osszesen 16 szal gyufank van, amikbél csakis gy képezhetiink 4 négyzetet a feltételek sze-
rint, hogy minden gyufaszal pontosan egy négyzetnek alkotja a teljes oldalat (azaz nincsenek
kozos oldalu négyzetek).

(b) A két gyufaszal elvételével meg kell sziintetniink két négyzetet, és létre kell hoznunk egy
djat. Ez csak tgy lehetséges, hogy oda helyezziik le a gyufaszalakat, ahol mar egy leendd
négyzet két oldala megvan. Ezt kizarolag az dbran latott modon tehetjiik meg. Mivel két
gyufaszalat mozgatunk, és két helyre tessziik le 6ket, igy csak egyetlen megoldas 1étezik.
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3. Azonos bettik azonos, kiilonb6z6 bettik kiilonb6z6 szamjegyeket jelolnek.

ABCD
DABC
CDAB
+ CDA

cccoB

Add meg az ABC'D négyjegyt szam Osszes lehetséges értékét!

Megoldas
Harom kiilonb6z6 szamjegy Osszegének maximuma 24, négynek pedig 30, igy C' értéke 1 vagy 2.

(a) C=1:

AB1D
DAB1
1DAB
+ 1DA

1111B

Az egyesek helyén torténé Osszeadas miatt A + D = 9. Itt l-et tovabbvisziink, s igy a
tizesek helyén torténé osszeadés miatt B = 0. A tobbi Osszeadas ekkor mar teljesiil. Az
Osszes lehetséges eset:
2017, 3016, 4015, 5014, 6013, 7012.
(Ahany szam hianyzik, annyival kevesebb pont jar ebbdl a 3 pontbdl.)
(b) C =2

AB2D
DAB2
2DAB
+ 2DA

22228

Az egyesek helyén torténd osszeadéas miatt A+ D = 8. Itt 1-et tovabbvisziink, s igy a tizesek
helyén torténd Osszeadés miatt B = 1. A szézasok helyén all6 szamjegyek 6sszeadasa ekkor
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teljestil, viszont az ezresek helyén alloké nem, hiszen itt: A+ D+ 2 = 10, amihez hozzaadva
a szézasok Osszeadasabol keletkezd 1-et, 11-et kapunk, ami nem 2-re végzédik. Ekkor tehat
nincs megoldas.

4. Be lehet-e irni az alabbi szamokat egy 3 x 3-as tablazat mezgibe gy, hogy minden sorban egyenlé
legyen a szamok Osszege, és minden oszlopban is egyenld legyen a szamok Osszege?

(a) 1,2,3,4,5,6,7,8,9
(b) 2,2,3,3,3,4,4,4, 4
(c) 0,1,2 4,5,7,38, 10, 11

Megoldas

(a) Igen. Mivel a 9 szam Osszege 45, ezért soronként és oszloponként is 15 a szamok Osszege.
Egy lehetséges kitoltés:

81116
31517
4192

(b) Nem. A szamok Osszege 29, ami nem oszthaté harommal, mig a harom egyenls sordsszeg
Osszege csak harommal oszthatd szémot adhat.

(¢) Nem. A szamok Osszege 48, ezért az egyenls sor- és oszloposszegek értéke 16 lenne. Nézziik
a 11 sorat és oszlopét egy feltételezett jo kitoltésben. Csak kétféle moédon egészithets ki 11
16-ra a megadott szamokkal: 11 + 0+ 5 és 11 + 1 + 4. Most nézziik a 10 sorat és oszlopat
(amik kiilonboznek 11 soratol és oszlopatol). A 10 mellé 6 Gsszegl szampar kellene, de ilyet
nem taladlunk a megmaradt szdmok kozott. A beirds tehat nem lehetséges.

A feladatokat osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.

Az NTP-TV-16-0077. sz. projektet az Emberi Eréforrasok Minisztériuma tamogatja.

EMBERI EROFORRAS
S TAMOGATASKEZELO

Nemzeti
Tehetség Program

EMBERI EROFORRASOK
MINISZTERIUMA
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46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 1. nap

HATODIK OSZTALY

1. Ossz fel egy 6 x 4-es téglalapot a réacsvonalak mentén 3 részre gy, hogy mindegyik rész

(a) hatszog
(b) nyoleszog

(c) tizszog

legyen! Elég csak a felosztasokat megadni, nincs sziikség indoklasra.

Megoldas
Minden esetben tobb megoldas is elképzelhets. Egy-egy példa:

(a) Harom hatszog: (b) Harom nyoleszog: (c¢) Harom tizszog:

’_I

2. Van egy 4 szambol allo halmazunk. Minden lépésben egy 1j négyelemi halmazt gyartunk ugy,
hogy elkészitjiik barmely 3 szam Osszegét. Harom ilyen lépés utéan a {63;68;69;70} halmazt
kaptuk. Mi volt az eredeti négy szam?

1. megoldas
Minden lépésben az adott halmaz minden elemét 3 4j elem létrehozasakor hasznalunk fel. Emiatt
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minden lépésben a halmazban 1év6 szamok Gsszege 3-szorosa a megel6z6 halmazban 1év6 szamok
Osszegének. A végén az Osszeg 63 + 68 + 69+ 70 = 270. Emiatt egy lépéssel korabban az 6sszeg
90, azt megelézGen 30, és a kiindulé halmazban pedig 10.

Egy lépésben keletkezd 1j szdmok olyanok, hogy egy régi elemmel kisebbek az el6z6 4 szam
osszegénél. Igy ha a végén a legkisebb szamnal 5-tel, 6-tal illetve 7-tel nagyobb a tobbi, akkor
az el6z6 lépésben a legnagyobbnal 5-tel, 6-tal, 7-tel kisebb volt a tobbi, még eggyel korabban
ismét ennyivel nagyobbak, mint a legkisebb, és a kiindulédskor pedig ennyivel kisebbek, mint a
legnagyobb.

Keresiink tehat négy egész szamot, amiknek az 0sszege 10, és a legnagyobbnal 5-tel, 6-tal, illetve
7-tel kisebb a maéasik 3. Ilyen szamnégyes csak a 0,1,2,7.

2. megoldas

Minden 1épésben az adott halmaz minden elemét 3 1j elem 1étrehozésakor hasznalunk fel. Emiatt
minden lépésben a halmazban 1év6 szamok Gsszege 3-szorosa a megel6z6 halmazban 1év6 szamok
Osszegének. A végén az Osszeg 63+68+69+70 = 270. Emiatt egy 1épéssel korabban az 6sszegnek
90-nek kellett lennie. Ebben az utols6 lépés el6tti halmazban a harom legnagyobb szam Osszege
70, ezt a 90-bdl kivonva megkapjuk, hogy ekkor a legkisebb szam a 20 volt.

Ugyanigy a tobbi elem is meghatarozhato: 90 — 69 = 21, 90 — 68 = 22 és 90 — 63 = 27. Hasonlo
gondolatmenettel kapjuk, hogy még egy 1épéssel korabban 30 volt az Gsszeg, a szamok pedig 3,
8,9 és 10. Ugyanigy adodik, hogy az elsé 1épést megel6zéen 10 volt az Osszeg, az eredeti négy
szam pedig 0, 1, 2 és 7.

3. megoldas
Legyen az eredeti halmaz {a;b;c;d}, ahol a < b < ¢ < d. (Ez utoébbi feltételezhets, mert egy
halmaz elemei kiilonboznek.) A harom lépés igy modositja az elemeket:

{a;b;¢;d} —
{a+b+e¢; a+b+d;, a+c+d, b+c+d} —
{3a+2b+2c+2d; 2a+3b+2c+2d; 2a+2b+3c+2d; 2a-+2b+2c+ 3d} —
{Ta+T7b+Tc+6d; Ta+Tb+6c+7d; Ta+6b+Tc+7d; 6a+Tb+ Tc+ 7d}
Az eredeti feltétel miatt a kapott négyesek is kiilonb6z6 szamokbol allnak. Ha az eredeti hal-

mazban S = a + b+ ¢ + d a szamok 0Osszege, akkor a 1épések utan kapott halmazok elemeinek
Osszege rendre 35, 95 és 27S5. Innen 275 = 63 + 68 + 69 + 70 = 270, vagyis S = 10.

Az utols6 halmazban az elemek
{7S—d; 7S—¢ T7S—-0b; 7S-—a},

ezek 70-nél éppen d-vel, c-vel, b-vel és a-val kisebbek és ez a halmaz megegyezik a {63;68;69; 70}
halmazzal. Innen az eredeti négy szam: {0;1;2; 7}.
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3. Meg lehet-e adni 50 egész szamot 1gy, hogy az Gsszegiik egy 10-nél nagyobb primszam, a szor-
zatuk pedig egy ennél 1-gyel kisebb négyzetszam legyen?

Megoldas

17 egy olyan primszam, aminél az eggyel kisebb szam négyzetszam. Probaljunk meg megadni
szamokat gy, hogy Osszegiik 17 legyen, szorzatuk pedig 16.

Legyen az egyik szam 16, az Osszes tobbi, pedig vagy 1 vagy —1. Ekkor paros sok —1-re van
sziikségiink, hogy a szorzat 16 legyen és eggyel tobb 1-re, mint —1-re, hogy az Gsszegiik 17
legyen. Ha tehat a szamaink: 1 darab 16, 25 darab 1 és 24 darab —1, akkor ezek a szamok
megfelelnek a feltételnek:

16+25-1+424-(-1) =17
16-1%° . (=1)** = 16

Tehat a feltett kérdésre igen a vélasz.

4. Egy tobbjegyi pozitiv egész szamot kiilonlegesnek neveziink, ha nincs benne 0 szamjegy, és
béarhol kettévagva a kapott szdmok koziil az egyik osztdja a mésiknak. Az 1442 pélaul kiilonleges,
mert az 1 osztdja a 442-nek, a 14 osztdja a 42-nek, valamint a 144-nek osztdja a 2.

Hany kiilonleges szam van 500000 és 600000 kozott?

Megoldas

Mivel a 0 nem megengedett szamjegy, a kiilonleges szamok alakja babcde, tovabba 5 | abede
miatt e = 5. Mivel e | Babed és e = 5, ezért d = 5. Tudjuk, hogy 5a | bc55 és 55 | babe.
A masodik feltétel miatt ¢ is 5. Most két haromjegytire vigva a szamot vagy 5ab | 555 vagy
555 | 5ab kell, hogy teljesiiljon. Mivel mindkét szam 500-nal nagyobb, csak egyenlk lehetnek,
mert mar a kétszeresiik is négyjegyi. Innen azt kaptuk, hogy a = b = 5. Az egyetlen kiilonleges
szam tehat a megadott intervallumban az 555555.

5. Aladar és Pisti kitalalos jatékot jatszanak egy 10 x 10-es tablan. Pisti titokban kivalaszt és meg-
jegyez a tablarol 18 mezét, ezeket kell Aladarnak kitalalnia. Aladar gy kérdezhet, hogy bejelol
a tablan 18 mez6t. Ezekrdl Pisti megmondja, hogy koziiliik melyek szerepelnek az altala gondolt
mezGk kozott. Ezutdn Aladar djra 18 mez6 megjelolésével kérdezhet, amelyre Pisti megint va-
laszol, és igy tovabb. Mennyi az a legkevesebb kérdés, amelyet iigyesen feltéve Aladar szerencse
nélkiil is biztosan meghatarozhat 9 mez&t a gondoltak koziil?

Megoldas

Négy kérdés nem lehet elég, hiszen négy kérdésbdl legfeljebb 4 - 18 = 72 mez6re tud Aladar
rakérdezni, és elképzelhets, hogy minden Pisti altal megjelolt mez6 a maradék 28 kozott van. A
28 megmaradt mez6bdsl barmelyik 9 lehet jeldletlen, ezért Aladar nem tudhatja biztosan 9 jel6lt
mezd helyét.
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Ot kérdés elegends. Aladar minden lépésben gy jeloljon meg 18 mez6t, hogy ne legyen olyan
mezd, amit kétszer jelolt meg. Ekkor két lehetdség van:

1) Az 5 - 18 = 90 megkérdezett mezd kozott volt 9 Pisti mez6i koziil és akkor Aladar tudja
biztosan 9 megjelolt mez§ helyét.

2) Ha az 6t kérdésben lefedett 90 mez§ legfeljebb 8-at tartalmaz Pisti mezsi koziil, akkor a
maradék 100 — 90 = 10 mezd mar mind megjeldlt és ezek helyét Aladar ismeri, ezekre mar nem
kell rakérdeznie.

A feladatokat osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.

Az NTP-TV-16-0077. sz. projektet az Emberi Eréforrasok Minisztériuma tamogatja.

EMBERI EROFORRAS

Nemzeti Y b ’
& TAMOGATASKEZELO

Tehetseg Program EMBERI EF;OFORRASOK

MINISZTERIUMA



TUDOMANYOS ISMERETTERJESZTO TARSULAT

1088 Budapest VIII., Brédy Sandor u. 16.
Postacim: 1431 Budapest, Pf. 176
E-mail: titnet@webinform.hu; Honlap: www.titnet.hu
Telefon: 327-8900 Fax: 327-8901

Nyilvantartasba vételi szam: E-000226/2014

46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos donté — 2. nap

HATODIK OSZTALY

1. Gyula bacsi legkedvesebb galambjait egy 6 x 2-es elrendezésii galambdicban 6rzi. A legjobb
tenyészparjanak tagjait, Kiralyt és Daméat egy szinten 1év6, szomszédos ducokban helyezte el.
Sem alattuk, sem felettiik, sem a szomszédos diicokban nincs masik galamb. A legjobb madarat,
Aszt, és a legigéretesebbet, Bubit egy-egy fennmaradé ducba koltoztette.

Hanyféle elrendezésben lakhatnak Gyula bacsi kedvenc madarai?

Megoldas

A Kiraly és Dama éltal elfoglalt dicok elhelyezkedése szerint kétféle esetet kiillonboztetiink meg:
(1) az emelet ,szélén” vannak; (2) az emelet ,belsejében” vannak. Az abran X jeloli azokat a
dicokat, ahova nem keriilhet galamb.

(1) (2)

Mindkét esetben kétféle moédon lehet elhelyezni Kirdlyt és Damat a sziirke téglalapon beliil.

Az (1) esetben négy helyen lehet a sziirke téglalap és a fennmarad6 7 diacban 7 -6 = 42-féle
modon lehet Asz és Bubi.

A (2) esetben hat helyen lehet a sziirke téglalap és a fennmaradé 6 ducban 6 -5 = 30-féle modon
lehet Asz és Bubi.

[gy 6sszesen 2 - (442 + 6 - 30) = 696 lehetSség van.

2. Be lehet-e irni az alabbi szamokat egy 3 x 3-as tablazat mezGibe tigy, hogy minden sorban ugyan-
annyi legyen a szamok Osszege, és minden oszlopban is ugyanannyi legyen a szamok Osszege?
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(a) 1,2,3,4,5,6,7,8,9
(b) 2,2,3,3,3,4,4,4, 4
(c) 0,1,2,4,5,7,8,10, 11

Megoldas

(a) Igen. Mivel a 9 szam Osszege 45, ezért soronként és oszloponként is 15 a szamok Osszege.
Egy lehetséges kitoltés:

81116
31517
41912

(b) Nem. A szamok Osszege 29, ami nem oszthaté harommal, mig a harom egyenls sordsszeg
Osszege csak harommal oszthatd szédmot adhat.

(c) Nem. A szamok Osszege 48, ezért az egyenld sor- és oszloposszegek értéke 16 lenne. Nézziik
a 11 sorat és oszlopét egy feltételezett jo kitoltésben. Csak kétféle modon egészithets ki 11
16-ra a megadott szamokkal: 11 + 0+ 5 és 11 + 1 + 4. Most nézziik a 10 sorat és oszlopat
(amik kiilonboznek 11 soratol és oszlopatol). A 10 mellé 6 Osszegl szampar kellene, de ilyet
nem taladlunk a megmaradt szdmok kozott. A beirds tehat nem lehetséges.

3. Szinezd meg egy kocka éleit gy, hogy minden csiicsban az egy cstucsba futd élek kiilonbozs
szintiek legyenek.

(a) Legkevesebb hany szinnel oldhato meg ez a szinezés?

(b) A legkevesebb szint hasznélva hany kiilonb6z6 megoldas van, ha két megoldast kiilénbo6zs-
nek tekintiink, ha van olyan él (pl. BF'), amelynek szine a két megoldasban kiilénbo6z6?

H———G

Megoldas

(a) Harom szin sziikséges, hiszen egy csuicsba harom él fut be. Ennyi elegends is:
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P/\K

N

K Q/ p
(b) Rogzitsiik az el6z6 abra felss csicsabol induld harom él szinét! Ezt 6 kiilonb6z6 modon
tehetjiilk meg. Ha tehat rogzitjiik ezt a harom szint, akkor az igy kapott jo szinezések

hatszorosa lesz a vélasz. Most agazzunk szét aszerint, hogyan néz ki a fels6 lap. Erre
harom lehet&ség van.

T /\b
>
~_ ~_ —

Ha most a szabaly betartasaval szeretnénk befejezni a szinezést, akkor az elsé esethez két
befejezés tartozik: ,lefelé” minden él ¢, az als6 lap pedig a fenti dbranak megfelels, vagy
annak 90°-os elforgatottja.

a b

T .
<5 s &
~_

b

b a a> <:

A mésik két eset befejezése egyértelmiien meghatarozott:

/\b a/\b

< <
RNES RN

Tehat Osszesen 6 - (24 1+ 1) = 24 a kiilonb6z§ szinezések szama.

4. A sakktabla Al mezdjérsl sétalni indul egy vezér. Egy lépésben balra, jobbra, felfelé, lefelé vagy a
4 4tl6s irdany barmelyikében léphet akarmennyit. Csak olyan mezdre léphet, amelyen még el6zéleg
nem jart. Nem lehet két egyforma lépése, azaz amelyeknek az irdnya és nagysaga is megegyezik.

(a) Lehetséges-e olyan séta, amelynek soran a vezér a sakktabla els§ két soranak minden mezgjét
bejarja, de mas mezdére nem 1ép?

(b) Lehetséges-e olyan séta, amelynek soran a vezér a sakktabla minden mezgjét bejarja?
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(c) Lehetséges-e olyan séta, amelynek soran a vezér nem 1ép a 8. sor és a H oszlop mezéire,
minden mas mezdre viszont igen?

Megjegyzés: egy 2 x 3-as téglalap bejarhato ilymoédon. Az alabbi dbra mutatja a bejarast. A
mez&ben allo szam jelzi, hogy hanyadik lépésben 1ép a vezér arrél a mez6rsl. Ha a fentiek koziil
valamelyik feladat megoldhato, akkor a megoldést ilyen formaban add meg:

Megoldas

(a) Igen, lehetséges. Az alabbi abra mutat egy lehetséges bejarast.

2 16 | 14 | 12 | 10 | 9 | 11 | 13 | 15

1 1 3 5 7 8 6 4 2

A B C D E F G H

(b) A vezérnek jobbra, balra, felfelé és lefelé is 7-féle lehetséges lépése van. Ugyanez a helyzet
mind a négy atlos 1épés esetén is. Osszesen tehat 8-7 = 56 kiilonbozs lépése van a vezérnek.
A teljes tabla bejarasdhoz 63 1épésre van sziikség, tehat nincs ilyen bejaras.

(¢) Most minden irdnyban 6-féle lépés lehetséges, vagyis Osszesen 8 - 6 = 48 féle. A bejarashoz
48 lépésre van sziikség (hiszen 49 mez6bdl all a bejarando teriilet), igy minden lehetséges
lépést fel kellene hasznalni. Ez azonban nem lehetséges, hiszen balra lefelé atlos iranyban
hetet 1épni csak a G7 mez6rdl lehetséges, ekkor azonban visszalépnénk a kiindulasi mezére.
[lyen bejaras tehat szintén nem lehetséges.

A feladatokat osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.

Az NTP-TV-16-0077. sz. projektet az Emberi Eréforrasok Minisztériuma tamogatja.

EMBERI EROFORRAS
S TAMOGATASKEZELO

Nemzeti

Tehetseg Program EMBERI EP{éFORRASOK

MINISZTERIUMA
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46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 1. nap

HETEDIK OSZTALY

1. Elsallithato-e a 22222244444 szam 6t egymast kdvets egész szam szorzataként?

1. megoldas

Ot egymast kovets szam koziil mindig van (pontosan) egy, amelyik oszthaté 5-tel. Az 6t szam
szorzata ennek tobbszorose, igy maga is oszthato H-tel. Egy szdm pontosan akkor oszthato 5-tel,
ha az utolso jegye oszthato 5-tel. Mivel a 4 nem oszthatod 5-tel, igy a 22222244444 sem. Mivel
Ot egymaést kovets egész szam szorzataként csak 5H-tel oszthatd szamok allithato els, a kérdéses
elgallitas nem létezik.

2. megoldas

Az el6z6 megoldéshoz hasonlé gondolatmenet a 3-mal valé oszthatosagra is alkalmazhato: 6t
egymast kovetd szam kozott mindig van hdrommal oszthato is, igy a szorzat is oszthatd 3-mal.
Azonban a 22222244444 nem oszthatd 3-mal, mivel szamjegyeinek Osszege (32) nem oszthatd
3-mal. Igy az elsallitas nem lehetséges.

2. Van egy négy szambol allo halmazunk. Minden lépésben egy 1j négyelemi halmazt készitiink
gy, hogy az Osszes lehetséges modon elkészitjiik a meglévé halmazbol harom szam Osszegét.
Hérom lépés utan a {63, 68,69, 70} halmazt kaptuk. Mi volt az eredeti négy szam?

1. megoldas

Minden lépésben az adott halmaz minden elemét 3 Gj elem létrehozasakor hasznalunk fel. Emiatt
minden lépésben a halmazban 1év6 szamok Gsszege 3-szorosa a megel6z6 halmazban 1év6 szamok
Osszegének. A végén az Osszeg 63 + 68 + 69 + 70 = 270. Emiatt egy lépéssel korabban az 6sszeg
90, azt megelézGen 30, és a kiindulé halmazban pedig 10.

Egy lépésben keletkezs 1j szamok olyanok, hogy egy régi elemmel kisebbek az el6z6 4 szam
osszegénél. Igy ha a végén a legkisebb szamnal 5-tel, 6-tal illetve 7-tel nagyobb a tobbi, akkor
az el6z6 lépésben a legnagyobbnél 5-tel, 6-tal, 7-tel kisebb volt a tobbi, még eggyel kordbban
ismét ennyivel nagyobbak, mint a legkisebb, és a kiindulédskor pedig ennyivel kisebbek, mint a
legnagyobb.

Kerestink tehat négy egész szamot, amiknek az 6sszege 10, és a legnagyobbnal 5-tel, 6-tal, illetve
7-tel kisebb a masik 3. Ilyen szamnégyes csak a 0,1,2,7.

2. megoldas
Minden lépésben az adott halmaz minden elemét 3 4j elem létrehozasakor hasznalunk fel. Emiatt
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minden lépésben a halmazban 1év6 szamok Gsszege 3-szorosa a megel6z6 halmazban 1év6 szamok
Osszegének. A végén az Osszeg 63+68+69+70 = 270. Emiatt egy lépéssel korabban az 6sszegnek
90-nek kellett lennie. Ebben az utolsé 1épés el6tti halmazban a harom legnagyobb szam 6sszege
70, ezt a 90-bdl kivonva megkapjuk, hogy ekkor a legkisebb szdm a 20 volt.

Ugyanigy a tobbi elem is meghatarozhato: 90 — 69 = 21, 90 — 68 = 22 és 90 — 63 = 27. Hasonlo
gondolatmenettel kapjuk, hogy még egy 1épéssel korabban 30 volt az Gsszeg, a szamok pedig 3,
8,9 és 10. Ugyanigy adodik, hogy az els6 1épést megel6zGen 10 volt az Osszeg, az eredeti négy
szam pedig 0, 1, 2 és 7.

3. megoldas
Legyen az eredeti halmaz {a;b;c;d}, ahol a < b < ¢ < d. (Ez utébbi feltételezhets, mert egy
halmaz elemei kiilonboznek.) A harom lépés igy modositja az elemeket:

{a;b;¢;d} —
{a+b+e¢; a+b+d;, a+c+d, b+c+d} —
{3a4+2b+2c+2d; 2a+3b+2c+2d; 2a+2b+3c+2d; 2a-+2b+2c+ 3d} —
{Ta+7b+Tc+6d; Ta+Tb+6¢c+7d; Ta+6b+Tc+7d; 6a+Tb+ Tc+ Td}
Az eredeti feltétel miatt a kapott négyesek is kiilonb6z6 szamokbol allnak. Ha az eredeti hal-

mazban S = a + b+ ¢+ d a szamok Osszege, akkor a 1épések utan kapott halmazok elemeinek
Osszege rendre 35, 95 és 27S5. Innen 275 = 63 4 68 4+ 69 + 70 = 270, vagyis S = 10.

Az utols6 halmazban az elemek
{7S—d; 7S—¢ 7S—-0b; 7S-—a},

ezek 70-nél éppen d-vel, c-vel, b-vel és a-val kisebbek és ez a halmaz megegyezik a {63;68;69; 70}
halmazzal. Innen az eredeti négy szam: {0;1;2; 7}.

. ABCDEF egy szabalyos hatszog, melynek teriilete 1 teriiletegység. (Az abécé szomszédos betiii a
hatszog szomszédos cstcsait jelolik.) X a C'D oldal felezépontja, Y pedig az E'F oldalé. Mekkora
az ABC XY F hatszog teriilete? (A szabélyos sokszogek minden oldala és szoge egyenld.)

Megoldas

Jelolje a hatszog oldalanak hosszat a. Tudjuk, hogy a hatszog hat darab szabalyos haromszoghdl
all, igy FC = 2a. Mivel YX az FCDE trapéz kozépvonala, ezért Y .X = 2“% = %a. Ha m
jeloli a szabalyos haromszogek magassagat, akkor a feltétel értelmében

am 1
1:6'—:> = —.
2 amn =g

Azt is tudjuk tovabba, hogy az FCXY trapéz magassaga . Ezek utan a kérdéses teriilet:

2 3
T(ABCXYF) = T(ABCF) + T(FCXY) = % Jlatpe m 17 19

2 2 2T Tar
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4. Egy tobbjegyi pozitiv egész szamot kiilonlegesnek neveziink, ha nincs benne 0 szamjegy, és
béarhol kettévagva a kapott két szam koziil az egyik osztja a mésikat. Példaul az 1442 kiilonleges,
mert az 1 osztdja a 442-nek, a 14 osztoja a 42-nek, és a 144-nek osztoja a 2. Hany kiilonleges
szam van 800000 és 900 000 kozott?

Megoldas

Egy szam pontosan akkor oszthaté 8-cal, 4-gyel, illetve 2-vel, ha az utols6 harom, kettd, illetve
egyetlen szamjegyéhdl alkotott szam oszthato a szoban forgd szammal. Jelolje a kérdéses szamot
Sabcde.

Mivel 8 | abcde, ezért 8 | cde, 4 | de és 2 | e.

Mivel e | 8abcd, ezért 2 | d, és mivel 4 | de | Sabc, ezért 4 | be és 2 | c.

A 8ab és cde szamok koziil valamelyik osztja a masikat, &m 8ab onmaganal nagyobb tobbszorosei
legalabb négyjegytiek, igy cde | 8ab. Ezért 8 | cde | 8ab, amibdl 8 | ab, igy 2 | b.

Mivel 2 | d és 4 | de, ezért 4 | e. Ebb6l 4 | e | 8abed, igy 4 | cd. Mivel 2 | ¢, ebbél 4 | d is
kovetkezik.

Mivel 4 | bc és 2 | b, ezért 4 | c.

Mivel 2 | ¢ és 4 | d, ezért 8 | cd0, igy 8 | cde-bél 8 | e is kivetkezik. Mivel a szamban nincs 0
szamjegy, ezért e = 8.

[gy e = 8 | 8abed miatt 8 | bed, és mivel 2 | b és 4 | ¢, ezért 8 | bc0. Tehat 8 | d, igy mivel a
szam nem tartalmaz nullat, d = 8.

Ig_y cde = 488 vagy cde = 888, azonban elébbinek nincs 8ab alaki tébbszorose, utobbibol pedig
8ab = 888 kovetkezik. Tehat 800 000 és 900 000 kozott egyetlen kiilonleges szam van: a 888 888.

5. Beirtuk egy 6 x 6-os tablazat mezsibe az egész szamokat 1-t6l 36-ig tigy, hogy az egymast kévetd
szamok oldalszomszédos mezdkbe kertiltek, de a 4 tobbszoroseit tartalmazo mezéknek nincs k6zos
csucsa.

(a) Mutasd meg, hogy ekkor a 36 csak valamelyik sarokmezsbe keriilhetett!
(b) Adj példat a feltételeknek megfelels kitoltésre!

Megoldas

Osszuk fel a 6 x 6-o0s tablazatot 9 darab 2 x 2-es tablazatra. Egy ilyen 2 x 2-es tartoményban nem
allhat egynél tobb 4-gyel oszthat6é szam, hiszen ekkor a mez&iknek lenne koézos csicsa. Mivel 9
darab 4-gyel oszthato szam van, ezért a fentiek miatt minden 2 x 2-es részbe pontosan egynek
kell koziiliik keriilnie.

Szinezziik ki a tablazatot sakktablaszertien. Lathato, hogy ha egy mez&rsl mindig oldallal szom-
szédos mezdre 1épve 4 lépésben eljutunk egy masik mezére, akkor a két mezs biztosan azonos



TUDOMANYOS ISMERETTERJESZTO TARSULAT

1088 Budapest VIII., Brédy Sandor u. 16.
Postacim: 1431 Budapest, Pf. 176
E-mail: titnet@webinform.hu; Honlap: www.titnet.hu
Telefon: 327-8900 Fax: 327-8901

Nyilvantartasba vételi szam: E-000226/2014

szind. Ebbdl kévetkezik, hogy a 4-gyel oszthatd szémokat tartalmazé mezék mind azonos szint-

ek.

Vizsgaljuk a kozépss 2 x 2-es részt. Forgassuk ugy a tablazatot, hogy az ebben a részben szerepls
4-gyel oszthato szam (4k) a jobb alsé mezdbe keriiljon.

X |Y

4k || X |4l

X | X X |Y
Y 4m | Y 4n

Ekkor az abran X-szel jelolt mezébe a szomszédsag miatt, az Y-nal jelolt mezdkbe a szinezés
miatt nem keriilhet 4-gyel oszthato szam. Igy a 41, 4m, 4n jelzéstd mezdék biztosan 4-gyel oszthato
szamokat tartalmaznak. Ekkor a 4n —2 és 4n + 2 szamok csak olyan mezére keriilhetnek, amely
2 lépésben elérhets 4n-tél, és nem 4-gyel oszthato szam van rajta. Egyetlen ilyen mez& van, ezért
csak az egyik szam keriilhet beirasra, ami csak akkor teljesiil, ha 4n = 36. Tehat a 36 csak az
egyik sarokmezGbe keriilhetett, hiszen a forgatés utdn a jobb alsé sarokban kell lennie.

Egy példa a megfelel§ kitoltésre:

10 | 11 | 14
2312219 |18 | 15
2412120 |17 | 16

— DN QO i
D
\]

271281293233 | 36

A feladatokat osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.

Az NTP-TV-16-0077. sz. projektet az Emberi Eréforrasok Minisztériuma tamogatja.

EMBERI EROFORRAS
S TAMOGATASKEZELO

Nemzeti

Tehetseg Program EMBERI EF;@FORRASOK

MINISZTERIUMA
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46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 2. nap

HETEDIK OSZTALY

1. Egy pozitiv primszamokbol allo, novekeds sorozatban az egymést kovets tagok kiilonbsége 12.
Melyik a leghosszabb ilyen sorozat?

1. megoldas

Mivel 12-vel noveliink, ezért minden lépésben 2-vel névekszik az egyesek helyén &allo szamjegy.
Ha péros szdmmal kezd6dik a sorozat, akkor csak egy elemt lehet, mert a 2 az egyetlen paros
prim. Az utolsé szamjegyek tehat az {1,3,5,7,9} halmazbdl keriilnek ki. Raadasul valahonnan
kezdve, ebben a sorrendben fogjak egymast ciklikusan kovetni.

Ha egy sorozat legalabb 5 elembdl all, akkor szerepel benne az 5, mint utols6é szamjegy. Ekkor
a szam maga is csak 5 lehet, mert az az egyetlen 5-re végz6ds prim. Az 5 viszont csak az els

elem lehet, hiszen a pozitivak a sorozat elemei és 12-vel novekszik. A leghosszabb sorozat tehéat:
5,17,29,41,53.

2. megoldas

Tegyiik fel, hogy a sorozat legalabb 5 tagbol all. Vegyiik észre, hogy a p, p + 12, p + 24, p + 36
és p + 48 szamok mind kiilonb6z6 maradékot adnak 5-tel osztva, mert a lehetséges kiilonbségeik
12, 24, 36 vagy 48 nem oszthatok 5-tel. Mivel 5-6s maradékbol 5-féle van, az egyikiik oszthato
5-tel. Ez csak p = 5 lehet, mert pozitiv primekrsl van szo6.

Tehat a legalabb 5 taghol allo sorozatnak igy kell kezdddnie: 5,17,29,41,53, ami mind prim,
tehat 5 tagja lehet a sorozatnak. 6 tagja viszont nem lehet, mert a kovetkezs szam, a 65 nem
primszam.

2. Az ABC szabalyos haromszog BC' oldalanak belsé pontja X, C'A oldalanak belss pontja Y, AB
oldaldnak belsé pontja Z. Hény darab egyenl$ szari haromszog lehet az AYZ, BXZ, CXY,
XY Z haromszogek kozott? Az Osszes lehetGségre mutass példat.

Megoldas
Az AYZ, BXZ, CXY haromszogeknek van 60°-os szoge, igy ezek akkor és csak akkor egyenld
szaruak, ha szabalyosak is.

0 egyenls szart haromszoget kapunk, ha példaul X a B-hez legkdzelebbi, Y a C-hez legkoze-
lebbi negyedelépont, Z pedig a B-hez legkozelebbi nyolcadolopont. Ellenérizhets, hogy az XY Z
haromszog oldalai paronként kiilonb6zd hosszusaguak, és nem parhuzamosak ABC oldalaival.
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1 egyenld szart haromszoget kapunk, ha példaul X a B-hez, Y a C-hez, Z az A-hoz legkozelebbi
negyedel6pont a megfelel oldalon. Ekkor az XY Z haromszog a szimmetria miatt szabalyos, igy
egyenld szard, mig a masik harom nem lehet szabalyos, tehat egyenls szara sem.

2 egyenl$ szart haromszoget kapunk, ha példaul X és Y a C-hez legkozelebbi negyedel6pont
a megfelel§ oldalon, Z pedig az AB felez6pontja. A szimmetria miatt XY Z és CXY egyenls
szaruak, a masik két haromszog viszont nem lehet szabalyos, tehat egyenls szarda sem.

4 egyenl$ szari haromszoget kapunk, ha X, Y és Z rendre a megfelel§ oldalak felezGpontjai,
ekkor mind a 4 haromszog szabalyos is.

C C
Y Y
X X
A 7 B A 7 B
C C
Y X
Y X
A 7 B A 7 B

Pontosan 3 egyenls szart haromszoget nem kaphatunk. Ha 1étezne a pontoknak ilyen megvélasz-
tésa, akkor az AY Z, BXZ, CXY haromszogek kozott lenne legalabb két egyenld szara, amelyek
igy szabéalyosak is lennének. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ezek BXZ
és CXY. Ekkor az AZXY négyszog paralelogramma, amelyet az Y Z atloja oszt fel az AY Z és
XY Z haromszogekre. Ezek tehat egymas kozéppontos tiikkorképei, igy vagy mindketts egyenld
szaru, vagy egyik sem. Tehat 2 vagy 4 egyenld szart haromszogiink van, ami ellentmondas.

. Két jatékos, A (aki a jatékot kezdi) és B a kovetkezd jatékot jatsszéak: felvaltva torolnek egy-egy
szamjegyet a 876543210 szambol, amig csak egyetlen jegy marad. Ha a nyolc torlés barmelyike
utan a szamjegyeket Osszeolvasva a szam oszthatd néggyel, B nyeri a jatékot, egyébként pedig
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A. Van-e valamelyik jatékosnak nyerd stratégiaja? Ha van, adj is meg egy nyerd stratégiat.
(Ha a jaték végén 0 marad, akkor B nyert, hiszen 0 oszthato 4-gyel.)

1. megoldas
Megmutatjuk, hogy B-nek van nyerd stratégidja.

Ha A az els6 1épésben 2-nél nagyobb szamot térol, akkor B az 1-es torlésével eléri, hogy a szam
20-ra végzidjon. Ha A az elsd 1épésben 2-nél kisebbet tordl, akkor B a masik 2-nél kisebb jegy
torlésével eléri, hogy a szam 32-re végzddjon. Mindkét esetben B nyert.

Marad az az eset, hogy A elsére a 2-est torli. Ekkor tordlje B az 1-est, a megmarad6 szam igy
8765430.

Ha A most a 3-ast torli, B azonnal nyer. Ha 4-nél nagyobb szémot torol, akkor B a 3-as torlésével
eléri, hogy a szam 40-re végz6djon, ekkor is B nyer.

Tehéat A csak a 4-est vagy 0-t torolheti. Torolje ekkor B a 3-ast, igy a megmarad6 szam 8765N,
ahol N =0 vagy N = 4.

Ha A 6-nél nagyobb szamot torol, akkor B az 5-0s torlésével eléri, hogy a végzddés 6N legyen,
ami 4-gyel oszthatd. Ha A az 5-0st torli, a végz6dés 6N, ekkor is B nyer. Ha A a 4-est torli,
akkor B az 5-0s torlésével eléri, hogy 76 legyen a végzddés, ekkor is 6 nyer.

Marad az az eset, hogy A a 6-ost torli, ekkor torolje B az 5-0st, megmarad 87N.

Ekkor barmit is lép A, az utolso 1épésben B meg tudja hagyni 8 és N koziil valamelyiket, és
mivel ez mindenképpen 4-gyel oszthatd szam, megnyeri a jatékot.

2. megoldas

B szdmara egy lehetséges nyers stratégia a kovetkezs: torolje sorra az 1, 3, 5, 7 szdmjegyeket.
Ha ezek koziil valamelyik méar kordbban torl6dott, akkor helyette B tetszéleges maésik jegyet
torolhet. Megmutatjuk, hogy ilyen lépésekkel a jaték sordn valamikor biztosan 4-gyel oszthato
szamot kapunk.

Ha A az els6 1épésben 2-nél nagyobb szamot vagy 0-at torolt, akkor az 1-es torlése utan a kapott
szam 20-ra vagy 32-re végzidik, tehat 4-gyel oszthato. Ha A az 1-est torli, azonnal 4-gyel oszthato
szamot kapunk. Marad az az eset, hogy A els6ként a 2-es jegyet torolte.

Héarom lépéspar utdn a megmarado6 3 jegy ekkor csak a 8, 7, 6, 4, 0 szdmok koziil keriilhet Kki.
Ha a 7 és a 6 is megmaradt, akkor B nyert, hiszen a 876, 764, 760 szamok mindegyike oszthato
4-gyel. Ha a 7 mar torl6dott, akkor a szam végzddése 64, 60 vagy 40, ekkor is 4-gyel oszthato
szamot kaptunk. Ha a 7-es megmaradt, de a 6-os nem, akkor az utols6 1épéspar utan csak a 8,
4, 0 szamok valamelyike maradhat meg, ezek viszont 4-gyel oszthatok. Igy B minden esetben
megnyerte a jatékot.

. Egy 7 {6s rablobanda rabolt egy zsédk aranyat. Szétraktak az asztalon, majd igy osztoztak: elGszor
egyikiik megszamolta az aranyakat, majd elvett annyit, amennyi e szam a szamjegyeinek 6sszege.
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Ezutan a jobb oldali szomszédja a maradékot szdmolta meg, s elvett annyi aranyat, amennyi e
szam jegyeinek Osszege, s igy folytattak tovabb. Azt tapasztaltdk, hogy épp akkor fogyott el,
mikor mindenki ugyanannyiszor vett mar, s6t, mindenkinek ugyanannyi arany jutott a vezért
kivéve. Ohozzé tobb arany keriilt. Tudjuk még, hogy 200-nal nem fér tébb arany egy zsakba.
Héany arany lehetett kezdetben, és hdnyadikként vett a rablovezér?

Megoldas

Egy szam 9-es maradéka megegyezik szamjegyei Osszegének 9-es maradékaval. Ez azt jelenti,
hogy az els6 kivétel utan 9-cel oszthato lesz a zsakban 1évG aranyak szama, és ez a tulajdonsag
a kés6bbiekben is megmarad. A 200-nal nem nagyobb 9-cel oszthaté szamok kozott az aldbbi
atmenetek lehetségesek, ha a szamjegyek 6sszegével csokkentiink:

198 — 180 — 171 — 162 — 153 — 144 — 135 — 126 — 117

) {
189 108
+
18 <« 27 + 36 <+ 45 <+ B4 <+ 63 <+ 72 <+ 81 <+ 99
{ )
9 — 0 90

Mivel mind a 7 rabl6é ugyanannyiszor vett, ezért a kivételek szdma 7-tel oszthato, azaz az 1. kivétel
utan kapott szam csak olyan (9-cel oszthato) szam lehet, ahonnan 7-tel osztva 6 maradékot ado
szamu lépésben jutunk el a 0-hoz. A fenti dbrardl leolvashato, hogy a 198, 126, 54 értékek
johetnek szoba. 198 arany csak gy maradhat 1 lépés utan, ha 200 aranyrél indulunk. Ekkor az
elsé rablo 2 + 9 4+ 9 = 20 aranyat, a masodik rablé 18 + 9 + 9 = 36 aranyat, a harmadik rablo
9 + 9+ 9 = 27 aranyat kapna. Igy nem teljesiilne, hogy a vezért kivéve mindenki ugyanannyit
kap, ez az eset tehat nem ad megoldast.

Ha az els6 lépés utan 126 arany maradt, akkor a tovabbiakban mindig 9 aranyat vesznek ki,
kivéve az 5. rablot, aki az els6 kivételénél 18 aranyat kap. Ekkor tehat a 2., 3., 4., 6. és 7. rablo
18 aranyat kap Osszesen, az 5. rabld 27-et. Csak akkor teljesiilnek a feltételek, ha az 1. rablo is
18 aranyat kap Osszesen, azaz kezdetben 135 arany volt, és a vezér 5. volt a sorban.

Ha az els6 1épés utan 54 arany maradt, akkor innentsl mindenki csak egyszer vesz el 9 aranyat. A
vezér tehat csak az 1. rablo lehet, és mivel neki tobbet kell vennie, az aranyak szama kezdetben
64, 65, 66, 67, 68 vagy 69 lehet. Mas megoldas nem lehetséges.

A feladatokat osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.

Az NTP-TV-16-0077. sz. projektet az Emberi Eréforrasok Minisztériuma tamogatja.

EMBERI EROFORRAS
S TAMOGATASKEZELO

Nemzeti

Tehetseg Program EMBERI EF;OFORRASOK

MINISZTERIUMA
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46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 1. nap

NYOLCADIK OSZTALY

1. Lehet-e talalni két egymast kovets kettGhatvanyt, melyek osszege négyzetszam? (KettGhatvany-
nak nevezziik az 1,2,4,8,16,. .. sorozat tagjait, ahol minden tag az 6t megel6z6 kétszerese.)

Megoldas

Vegyiik észre, hogy 2" + 271 = 27 . (1 +2) = 2" - 3. A szdmelmélet alaptétele miatt ez a
szam oszthato 3-mal, de nem oszthatd 9-cel. A 3-mal oszthaté négyzetszamok azonban 9-cel
is oszthatok, mert az alapjuknak is oszhatonak kell lennie 3-mal. Tehat a feladat kérdésére a
valasz: nem lehet taldlni.

2. Egy sokszog minden oldalanak hossza centiméterben mérve egész szém, az 6sszes belsé szogének
nagysaga pedig 60° vagy 240°. Lehet-e a sokszog oldalainak szama
(a) 20167
(b) 20177
Megoldas

(a) Igen. Induljunk ki egy szabalyos haromszogbdl. Ennek egyik oldalat helyettesitsiik az alabbi
torottvonallal (agy, hogy a torottvonal tiiske alaku része kifelé alljon):

Ennek a toréttvonalnak minden szakasza harmada az eredeti haromszog oldalanak, és 0ssze-
sen harommal novelte sokszogiink oldalszamat (egy oldalbol lett négy), és a harom tjonnan
keletkezd szog rendre 240°, 60° és 240°. A 1épést megfelelGen sokszor ismételve tetszéleges
harommal oszthato oldalszamot megkaphatunk, és ha a a kapott sokszogben a legrovidebb
oldal hosszat egésznek valasztjuk, akkor minden oldala egész hosszusagu lesz. Mivel 2016
oszthatd 3-mal, a fent lefrt modszerrel tudunk megfelelg 2016 oldalii sokszoget konstrualni.
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Példa egy 12 oldalu sokszogre (haromféle oldalhosszusaggal):

(b) Nem. Legyen a darab 60°-os és b darab 240°-os szoge a sokszognek. Ekkor a + b = 2017
és a - 60° 4+ b - 240° = 2015 - 180°, felhasznélva, hogy egy m-csticsu sokszog belsé szogeinek
osszege (n — 2)-180°. 60-nal osztva: a +4b = 2015 - 3, ahonnan a + b = 2017-et felhasznalva
20174 3b = 3-2015. Ez viszont nem lehetséges, mert az egyenl&ség bal oldala nem oszthato
3-mal, a jobb oldal viszont igen.

3. Ki lehet-e szinezni a stk pontjait négy szinnel gy, hogy ne lehessen talélni négy darab egyszini
pontot, melyek egy téglalap négy csicsat alkotjak?

Megoldas
Barhogy is szinezziik ki a sik pontjait, lesz egyszint téglalap.

Tekintsiink a stkon egy 4 x 1024-es racstéglalapot. Ebben a téglalapban minden vizszintes racs-
egyenesen 5 racspont van, igy egy ilyen szakaszt 4° = 1024 féle modon lehet kiszinezni. Mivel a
téglalapunk 1025 darab ilyen 5 racspontot tartalmazo vizszintes szakaszt tartalmaz, ezért a ska-
tulyaelv alapjén lesz ketts vizszintes szakasz, melyek azonos moédon lesznek szinezve. Mostantol
csak ezt a két egyforman szinezett szakaszt tekintjiik. Mivel 5 pontbdl allnak, lesz rajtuk 2-2
egyforman szinezett pont, és ezek ugyanabban a pozicidban is valaszthatok, hiszen egyforman
van szinezve a két szakasz. Az igy kapott négy pont egy téglalapot alkot.

4. Egy 0-t6l és 1-t6l kiilonb6z6 racionalis szambol kiindulva egy 1épésben végrehajthatjuk a kévet-
kez6 két mivelet valamelyikét: vehetjiik egy meglévd szam reciprokat, vagy egy meglévs szamot
kivonhatunk egybdl. Ezeket a lépéseket addig ismételjiik, amig mar nem johet ki 4j szam. A
kiindul6 szam értékétsl fiiggden hanyféle szamot kaphatunk ilyen moédon? Az Gsszes lehetségre
mutass példat!

Megoldas
A megoldas elején megjegyezziik, hogy semelyik 1épés soran nem kapunk 0-t vagy 1-et, mert 0-t
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csak 1-bdl, 1-et pedig 0-bol vagy 1-bél kaphatunk csak.

A megadott lépéseket kétszer megismételve az eredeti szamot kapjuk vissza: 1 — (1 —x) = x és
1/(1/x) = = (ha x # 0). Ez azt jelenti, hogy a kétféle 1épést csak felvaltva érdemes végrehajtani.
Az a szambol az 1 — x 1épéssel indulva hat 1épés utén visszajutunk a-hoz:

l—a— &
l1-a

/
\l 1/(11

— — =
a

/

a

Vegyiik észre, hogy ha az 1 — x helyett az 1/ lépésel inditunk, ugyanezt a hatszoget kapjuk,
csak az 6oramutato jarésaval ellentétes koriiljarassal.

Lassuk, mi torténik, ha a 6 szam kozott vannak egyenlGk. Mivel a kort barmelyik pontjabol
indithatnank, feltehetjiik, hogy a egyenls valamelyik masik szdmmal.

e Haa=1 akkor a = —1 (mert az a = 1 esetet kizartuk).

1

e Haa=1-—a, akkor a = 3.

e Az a = ;& egyenletnek nincs megoldasa: atrendezve a(1 — a) = 1, tehat mindkét tényezs
pozitiv, és ekkor mindkettd 0 és 1 kozott van, vagy mindkét tényezd negativ, ami lehetetlen,
mert az Osszegiik 1.

e Ava=1- é egyenletnek nincs megoldasa: atrendezve a + 1/a = 1, de ha a pozitiv, akkor
a vagy 1/a legalabb 1, ha a negativ, akkor a + 1/a is negativ.

e Ha a = %5, akkor a = 2 (mert az a = 0 esetet kizartuk).
Azt figyelhetjiik meg, hogy az egybeess értékek esetei egyetlen  kérben” helyezkednek el:

-] — 1

2/ \2
‘\%(—%/

Itt tehat 3 kiilonboz6 szamot kapunk (a kiindulo szamot is beleértve).

Minden mas esetben a hat formula kiilonb6z6 értéket ad (és értelmezve van a kikotések miatt).

Példaul:
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Tehéat a kiindulé szamtol fiiggéen harom vagy hat kiilonbo6zs értéket kaphatunk, beleszémolva a
kiindulo értéket is.

. 16 csapat kormérkézést jatszik, mindenki mindenkivel pontosan egyszer talalkozik. Minden mér-
kézésen az egyik csapat nyer, a masik veszit, dontetlen nincsen.
Legfeljebb hany csapatnak lehet legalabb 12 gy&zelme?

Megoldas

Legyen x darab ilyen csapat. Mivel 6k egymaés kozott z(x — 1)/2 meccset jatszottak, a tobbivel
pedig z(16 — x) meccset, igy Osszesen legfeljebb x(z — 1)/2 4+ (16 — ) gy6zelmet szerezhettek.
Mivel mindegyikiik legalabb 12 gy6zelmet aratott, igy

12 < z(x—1)/2 + (16 — x).

Atrendezve

ahonnan x < 7 jon ki.

x = T-re megadhato jo konstrukcio: a 7 ,kijelolt” csapat mindegyike verje meg a maradék 9
csapat mindegyikét, egymés kozott pedig harom darab hét hosszi koérbeveréssel mindenkinek
lesz még 3 gydzelme (lasd az abrat, a nyil a legy6z6tsl mutat a legy6zottre).

A feladatokat osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.

Az NTP-TV-16-0077. sz. projektet az Emberi Eréforrasok Minisztériuma tamogatja.

EMBERI EROFORRAS
F TAMOGATASKEZELO

Nemzeti

Tehetseg Program EMBERI EF;OFORRASOK

MINISZTERIUMA
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46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 2. nap

NYOLCADIK OSZTALY

1. Egy pozitiv primszamokbol allo, névekeds sorozatban az egymést kovetd tagok kiilonbsége 12.
Melyik a leghosszabb ilyen sorozat?

1. megoldas

Mivel 12-vel noveliink, ezért minden lépésben 2-vel noévekszik az egyesek helyén all6 szamjegy.
Ha péros szdmmal kezd6dik a sorozat, akkor csak egy elemt lehet, mert a 2 az egyetlen paros
prim. Az utolsé szamjegyek tehat az {1,3,5,7,9} halmazbdl keriilnek ki. Raadasul valahonnan
kezdve, ebben a sorrendben fogjak egymast ciklikusan kovetni.

Ha egy sorozat legalabb 5 elembdl all, akkor szerepel benne az 5, mint utols6é szamjegy. Ekkor
a szam maga is csak 5 lehet, mert az az egyetlen 5-re végz6ds prim. Az 5 viszont csak az els
elem lehet, hiszen a pozitivak a sorozat elemei és 12-vel novekszik. A leghosszabb sorozat tehat:
5,17,29,41,53.

2. megoldas

Tegyiik fel, hogy a sorozat legalabb 5 tagbol all. Vegyiik észre, hogy a p, p + 12, p + 24, p + 36
és p + 48 szamok mind kiilonb6z6 maradékot adnak 5-tel osztva, mert a lehetséges kiilonbségeik
12, 24, 36 vagy 48 nem oszthatok 5-tel. Mivel 5-6s maradékbol 5-féle van, az egyikiik oszthato
5-tel. Ez csak p = 5 lehet, mert pozitiv primekrsl van szo6.

Tehat a legalabb 5 tagbol allo sorozatnak igy kell kezd6dnie: 5,17,29,41,53, ami mind prim,
tehat 5 tagja lehet a sorozatnak. 6 tagja viszont nem lehet, mert a kdvetkezs szam, a 65 nem
primszam.

2. Két jatékos, A (aki a jatékot kezdi) és B a kovetkezd jatékot jatsszak: felvaltva tordlnek egy-egy
szamjegyet a 876543210 szambol, amig csak egyetlen jegy marad.
Ha a nyolc torlés barmelyike utén a szamjegyeket 0sszeolvasva a szam oszthaté néggyel, B nyeri
a jatékot, egyébként pedig A. Van-e valamelyik jatékosnak nyers stratégidja? Ha van, adj is meg
egy nyeré stratégiat.
(Ha a jaték végén 0 marad, akkor B nyert, hiszen 0 oszthato 4-gyel.)

1. megoldas
Megmutatjuk, hogy B-nek van nyerd stratégidja.

Ha A az els6 lépésben 2-nél nagyobb szamot torol, akkor B az 1-es torlésével eléri, hogy a szdm
20-ra végz6djon. Ha A az els6 lépésben 2-nél kisebbet torol, akkor B a méasik 2-nél kisebb jegy
torlésével eléri, hogy a szam 32-re végz6djon. Mindkét esetben B nyert.
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Marad az az eset, hogy A elsére a 2-est torli. Ekkor tordlje B az l-est, a megmaradd szam igy
8765430.

Ha A most a 3-ast torli, B azonnal nyer. Ha 4-nél nagyobb szamot torol, akkor B a 3-as torlésével
eléri, hogy a szam 40-re végz&djon, ekkor is B nyer.

Tehat A csak a 4-est vagy 0-t torolheti. Torolje ekkor B a 3-ast, igy a megmaradd szam 87651V,
ahol N =0 vagy N = 4.

Ha A 6-nél nagyobb szamot tordl, akkor B az 5-0s torlésével eléri, hogy a végzddés 6N legyen,
ami 4-gyel oszthatd. Ha A az 5-0st torli, a végzédés 6N, ekkor is B nyer. Ha A a 4-est torli,
akkor B az 5-0s torlésével eléri, hogy 76 legyen a végzddés, ekkor is 6 nyer.

Marad az az eset, hogy A a 6-ost torli, ekkor tordlje B az 5-0st, megmarad 87N .

Ekkor barmit is lép A, az utolso 1épésben B meg tudja hagyni 8 és N koziil valamelyiket, és
mivel ez mindenképpen 4-gyel oszthatoé szam, megnyeri a jatékot.

2. megoldas

B szdmara egy lehetséges nyerd stratégia a kovetkezs: torolje sorra az 1, 3, 5, 7 szdmjegyeket.
Ha ezek koziil valamelyik méar kordbban torl6dott, akkor helyette B tetszéleges maésik jegyet
torolhet. Megmutatjuk, hogy ilyen lépésekkel a jaték sorédn valamikor biztosan 4-gyel oszthato
szdmot kapunk.

Ha A az els6 1épésben 2-nél nagyobb szamot vagy 0-at torolt, akkor az 1-es torlése utan a kapott
szam 20-ra vagy 32-re végzddik, tehat 4-gyel oszthatd. Ha A az 1-est torli, azonnal 4-gyel oszthato
szamot kapunk. Marad az az eset, hogy A els6ként a 2-es jegyet torolte.

Héarom lépéspar utdn a megmarado6 3 jegy ekkor csak a 8, 7, 6, 4, 0 szdmok koziil kertilhet ki.
Ha a 7 és a 6 is megmaradt, akkor B nyert, hiszen a 876, 764, 760 szamok mindegyike oszthato
4-gyel. Ha a 7 mar torl6dott, akkor a szam végzdése 64, 60 vagy 40, ekkor is 4-gyel oszthato
szamot kaptunk. Ha a 7-es megmaradt, de a 6-os nem, akkor az utols6 1épéspar utan csak a 8,
4, 0 szamok valamelyike maradhat meg, ezek viszont 4-gyel oszthatok. Igy B minden esetben
megnyerte a jatékot.

. Egy 5 x 5-0s tablazat mezGibe beirtuk a pozitiv egész szamokat 1-t6l n-ig (mindegyiket egyszer),
a kimarado6 mezSkbe pedig nullakat irtunk. A kitoltést érdekesnek neveziink, ha minden sorban
és minden oszlopban egyenlé a beirt szamok Osszege. Melyik a legkisebb pozitiv egész n, melyre
talalhato érdekes kitoltés?

Megoldas
n(n+1)

A beifrt szdmok 6sszege 1+2+...+n = =5 oszthat6 5-tel, ez csak tgy lehet, ha n vagy n+1
5-tel oszthato. Ezek alapjan a lehetséges n értékek és a hozzajuk tartozod S sordsszegek:
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15 | 24
19 | 38
20 | 42
24 | 60
25 | 65

Az n =4 és n =5 eset nyilvan nem lehetséges, mert van nagyobb beirt szam, mint a sordsszeg.

Az n =9 és n = 10 szintén nem j6, mert az els§ esetben a 8-as soraba vagy oszlopaba nem jut
jo par a 8 mellé, a masodik esetben pedig a 10-es sordba vagy oszlopaba nem jut j6 par a 10
mellé.

Az n = 14 eset megvaldsithato:

5 | 3 |13
6 |1 14
4 1819
2 12| 7
10 | 11

. Melyek azok az ABCD négyszogek, melyek belsejében talalhaté olyan P pont, hogy a PA,
PB, PC, PD szakaszok a négyszog belsejében haladnak, és az ABP, BCP, CDP é DAP
haromszogek teriilete mind egyforma? Igyekezz minél egyszeriibb jellemzést adni!

Megoldas

Mivel Tapp = Tpop, ezért A és C egyenls tavolsagra vannak a BP egyenestdl (ez a tavolsag
az ABP és BCP haromszogek BP-hez tartoz6 magassaga). Ez kétféle modon lehetséges: AC
parhuzamos B P-vel, vagy BP atmegy az AC szakasz felez6pontjan. Mivel az elsG lehetGség nem
all fenn, igy a BP egyenes atmegy az AC atlo felez6pontjan.
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C

Hasonlo logikaval a D P egyenes is atmegy az AC szakasz felez6pontjan. Ez kétféleképpen lehet-
séges:

(a) P az AC szakasz felez&pontja.
(b) BP és DP egy egyenesre esik: a P pontot és az AC felez6pontjat 6sszekots egyenesre.

Az (a) esetben AC belss atlo kell hogy legyen. A Tpap = Tpap feltételt is felhasznéalva kovet-
kezik, hogy az AC bels6 atlo felezi a négyszog teriiletét, és P ennek az atlonak a felezGpontja.
Megforditva: ha egy négyszog egyik atloja felezi a teriiletét, akkor ennek az atlonak a felezépontja
jo P-nek, hiszen a stilyvonal felezi a haromszog teriiletét.

A (b) esetben a BD atlorol deriilt ki, hogy felezi a négyszog teriiletét, és P ezen atlo felezpontja
kell, hogy legyen.

Tehat azok a jo négyszogek, amelyek egyik atloja felezi a négyszog teriiletét. Egy ezzel egyenér-
téki leiras: a négyszog egyik atloja atmegy a méasik atlo felez6pontjan.

A feladatokat osszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
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