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47. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY

Orszagos donté — 2. nap

HETEDIK OSZTALY

JAVITASI UTMUTATO

1. Tekintsiik azokat a hatjegyd szamokat, amelyekben nincs 0 szamjegy, és minden szamjegyiik
oszthato azzal a szammal, ahdnyadik helyen &ll. (Balrél jobbra olvasva, tehat az egyesek helyén
allo szamjegy a hatodik.)

(a) Osszesen hany ilyen hatjegyii szam van?

(b) Ezek kozott hany olyan van, amelyben nincs két egyforma szamjegy?

Megoldas

Az els6 szamjegy 9-féle (1,2,...,9), a masodik 4-féle (2,4,6,8), a harmadik 3-féle (3,6,9), a
negyedik 2-féle (4, 8), az 6todik 1-féle (5) és a hatodik szintén 1-féle értéket (6) vehet fel. (2 pont)
Igy Gsszesen 9-4-3-2-1-1 = 216 szam van, ami teljesiti a feltételeket. (1 pont)
Tegyiik fel, hogy nincs két egyforma szamjegy. A hatodik jegy tovabbra is 6-os, az 6t6dik 5-0s, a
negyedik szamjegy lehet 4 vagy 8. A harmadik szamjegy méar csak 3 vagy 9 lehet, hiszen a 6-os

biztosan szerepel mar a hatodik helyen. (1 pont)
A mésodik szdmjegy nem lehet 6-os és nem lehet ugyanaz, mint a negyedik. Ezért itt csak két
lehetGség van. (1 pont)
Az els6 szamjegy barmelyik lehet, amely nem egyezik meg a tobbi 6t helyen szereplével. Itt tehat
4 lehetGség van. (1 pont)
Osszesen tehat 1-1-2-2-2-4 = 32 megfelel§ szam van. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

2. Vegyiik az egész szamokat 1001-t61 2000-ig, és mindegyiknek keressiik meg a legnagyobb paratlan
osztojat. Mennyi az igy kapott 1000 darab szam Osszege?

1. megoldas

Péaratlan szamok esetén a legnagyobb paratlan oszté maga a szam: 1001, 1003, ..., 1999. (1 pont)
A péaros szamok (1002, 1004, . ..2000) legnagyobb paratlan oszt6ja nem valtozik, ha megfelezziik

Gket: elég az 501, 502, ..., 1000 szamok legnagyobb paratlan osztojat megkeresni. (1 pont)
Itt megint elkiilonithetjiik a paratlanokat: 501, 503, ...999; a parosakat pedig megfelezhetjiik:
251, 252, ..., 500. (1 pont)

Ezt az eljarast folytatva:




Paratlanok Parosak megfelezve

1. lépés | 1001, 1003, ..., 1999 | 501, 502, ..., 1000
2. lépés 501, 503, ...999 251, 252, ..., 500
3. lépés | 251, 252, ...,499 126, 127, ...250
4. lépés 127,129, ..., 249 63, 64, ...125
5. 1épés 63, 65, ..., 125 32,33, ...,62
6. 1épés 33, 35, ..., 61 16, 17, ...31

7. 1épés 17,19, ..., 31 89,...15

8. lépés 9,11, 13, 15 4,5,6,7

9. lépés 5,7 2,3
10. lépés 3 1
11. 1épés 1

(3 pont)

Lathato, hogy bal oldalt minden 1 és 1999 kozotti paratlan szamot megkaptunk pontosan egyszer,
tehat a keresett Gsszeg 1+ 3+ 5+ -+ 4 1999 = 11999 1000 = 1000000. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
2. megoldas

Ha két szamnak azonos a legnagyobb pératlan osztoja, akkor a primtényezds felbontéasuk csak a
2 kitevGjében kiilonbozhet, azaz egyik a masiknak 2-hatvanyszorosa. (2 pont)
Az 1001, 1002, ...2000 szamok kozott nincs két kiilonbozé szam, amelyek 2-hatvanyszorosai
egymasnak, hiszen a legkisebb szam kétszerese is nagyobb a legnagyobb szamnal. (2 pont)
Ezért az 1001, 1002, . .. 2000 szédmok legnagyobb paratlan oszt6i mind kiilonbo6z6 pozitiv paratlan
szamok, amelyek kisebbek 2000-nél. Mivel ilyen paratlan szambol éppen 1000 darab van, ezért
mindegyik 2000-nél kisebb pozitiv paratlan szam pontosan egy szamnak a legnagyobb paratlan
osztoja. (2 pont)
Tehat a keresett 6sszeg 1+ 3 +5+ - 41999 = 4221000 = 1000000. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

. Sara a kovetkezG jatékot talalta ki. Egy fiizetlap els6 soraba felirt egy pozitiv egészekbdl allo
szamsort. Ezutan a kovetkez6 sorba az el6z6 sor minden szama helyett leirta névekvs sorrendben
1-t6l az adott szamig az Osszes pozitiv egészt. Majd ugyanezzel a modszerrel képezte a masodik
sor szamaibol a harmadik sor szamait, és igy tovabb. Ha példaul az egyik sorban az

5,1,2,3,2
szamsor szerepel, akkor a kovetkezd sorba az
1,2,3,4,5,1,1,2,1,2,3,1,2

szamsort irta.
Héany szamot irt Sara a 6. sorba, ha az els§ sorba az 1, 2, 3, 4, 5 szidmsort irta?




Megoldas

Az alabbi tabldzatban az egyes sorokban 1év6 szamok darabszamat foglaltuk Ossze. A kitoltési
szabaly a kovetkez6: a 2. sortol kezdve a k-adik cellaba az el6tte 1év6 sorban 1évs, a k-nél nem
kisebb sorszamu cellak Osszegét irjuk. (2 pont)

l-es | 2-es | 3-as | 4-es | 5-0s
1. sor 1 1 1 1 1
2. sor 5 4 2 1
3. sor 15 10 6 3 1
4. sor 35 20 10 4 1
5. sor 70 35 15 5 1
6. sor | 126 56 21 6 1
(4 pont)
Sara tehat a 6 sorba 126 4 56 + 21 + 6 + 1 = 210 szamot irt. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

. Az ABC' héromszogben C-nél derékszog van. A ky és ko hozzdirt korék a haromszogon kiviil
helyezkednek el, az alabbiak szerint:

o Az O kozéppontt k; kor érinti az AC befogot az E pontban, az AB oldal meghosszabbitésat
a D pontban, valamint a BC' oldal meghosszabbitasat az F' pontban.

o Az Oy kozépponti kg kor érinti a BC' befogot az I pontban, az AB oldal meghosszabbitésat
a GG pontban, valamint az AC' oldal meghosszabbitasat az H pontban.

Bizonyitsd be, hogy a ki és ko korok sugaranak osszege megegyezik az AB szakasz hosszaval.
Megoldas
Tekintsiik a feltételeknek megfelels abréat.




(1 pont)
Az O ECF négyszog minden szoge derékszog (az érint6k merdlegesek az érintési pontba huzott
sugarra) és a szomszédos O E és O F oldalai egyenldek, tehat Oy EC'F négyzet, igy 1 = CE =
C'F. Hasonléan adodik, hogy O, HC'T is négyzet, igy 7o = CI = CH. (1 pont)
Az AG és az AH érint6szakaszok egyenldk, igy

Ugyanigy a BD és BF' érint6szakaszok is egyenlsk, igy
BD =BF =BI+1IC+CF =Bl +ry+r.

(2 pont)
Ugyancsak érintGszakaszok egyenlGsége miatt AD = AE és BG = BI. (1 pont)
Igy
AB:AG—BG:AE+T1+T2—B]
és
AB=BD — AD =Bl +ry +ry— AE.
(1 pont)
Emiatt AE — BI = BI — AFE, tehat AE = BI. Ebbdl viszont AB = r; 4+ ro kovetkezik, és éppen
ezt kellett belatni. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
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